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Abstract : In this paper, we extend the Jacquet-Langlands’correspondence, between
Hecke-modules of usual modular forms and quaternionic modular forms, to overcon-
vergent p-adic forms of finite slope. We show that this correspondence respects p-adic
families and is induced by an isomorphism between some associated eigencurves.
AMS classification : 11F85 (11F12, 11F72, 14G22)
1. Introduction
Soit D/Q l’alge`bre de quaternions de´finie de discriminant d, p un nombre premier et
N un entier tels que (Np, d) = (N, p) = 1, nous e´tablissons dans ce texte un transfert
”a` la Jacquet-Langlands” bijectif entre les formes modulaires p-adiques surconvergentes
de pente finie ([K], [C1]), propres, cuspidales et nouvelles en d, et les formes modulaires
p-adiques quaternioniques pour D de pente finie ([B2]), en niveau mode´re´ N et poids-
caracte`re quelconque (the´ore`me 5.7). Ce transfert est Hecke-e´quivariant et co¨ıncide avec
la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle lorsqu’on le restreint aux formes mod-
ulaires ”classiques” de part et d’autre. Mieux, il respecte les familles p-adiques, et nous
prouvons qu’il provient d’un isomorphisme rigide-analytique entre les courbes de Hecke
(”the eigencurves”) correspondantes (the´ore`me 6.7).
Notre preuve est base´e sur l’existence de syste`mes de modules de Banach de part et
d’autre (2.1), et de leur comparaison. On de´montre en fait un e´nonce´ ge´ne´ral (the´ore`me
6.3) sur la comparaison de ces syste`mes. Des arguments de Zariski-densite´ de points
”classiques” sur certaines hypersurfaces de Fredholm et sur les varie´te´s de Hecke y jouent
un roˆle important. On en de´duit notre correspondance en utilisant la correspondance de
Jacquet-Langlands usuelle, et les assertions de ”classicite´ en petite pente” de part et
d’autre.
Un des charmes de cette correspondance est que les objets qu’elle compare sont, dans
une large mesure, de natures assez diffe´rentes. Les formes modulaires p-adiques sur-
convergentes usuelles sont des sections de fibre´s surconvergentes sur le lieu ordinaire
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des courbes modulaires, alors que les formes modulaires quaternioniques p-adiques sont
purs produits de la the´orie des groupes, spe´cialement des repre´sentations p-adiques de
GL2(Qp). Nous y voyons plusieurs inte´reˆts, l’un d’entre eux e´tant la possibilite´ d’intro-
duire des me´thodes de the´orie des repre´sentations p-adiques des groupes de Lie p-adiques
dans la the´orie des formes modulaires surconvergentes. Ceci est par exemple en accord
avec une philosphie de Langlands purement p-adique (encore non formule´e a` notre con-
naissance). Un autre inteˆret vient de qu’il reste une multitude de questions non re´solues
concernant ”the eigencurve” (voir l’introduction de [CM]), l’origine plus combinatoire
des formes quaternioniques peut permettre, sinon de les re´soudre, de faciliter tout au
moins les expe´riences nume´riques. Nous discutons de certaines conse´quences de notre
correspondance, ainsi que de proble`mes encore ouverts, dans la dernie`re partie du texte.
Dans [CH], des varie´te´s de Hecke sont construites pour tous les groupes alge´briques G
sur Q tels que G(R) = Un(C), G(Qp) = GLn(Qp), et on peut se demander de manie`re
ge´ne´rale si les transferts usuels se prolongent, et comment, aux formes modulaires surcon-
vergentes pour ces groupes. En ce qui concerne les correspondances de Jacquet-Langlands
e´ventuelles entre de tels groupes, nos re´sultats s’y appliquent sans modification, du mo-
ment que la correspondance classique entre les deux groupes en question est connue pour
suffisament de poids (voir le the´ore`me 6.3).
Ce travail repose substantiellement sur ceux de Buzzard, Coleman, et Mazur, nous les
en remercions. La question de l’existence ou non d’un morphisme entre les deux courbes
de Hecke avait notamment e´te´ pose´e par K.Buzzard.
Notations : p est un nombre premier. Cp est le comple´te´ d’une cloˆture alge´brique de
Qp, muni de la norme telle que |p| = 1/p, v(.) est la valuation associe´e. Si X/Cp est un
espace rigide, A(X) est l’anneau des fonctions rigides analytiques sur X ; si X est de
plus affinoide re´duit, la norme sup. sur X munit A(X) d’une structure de Cp-alge`bre
de Banach. A1 de´signe la droite rigide sur Cp. A (resp. Af , resp. A
(d)
f ) est l’anneau des
ade`les (resp. ade`les finies, resp. ade`les hors de {d,∞}) de Q. Si d et n sont des entiers,
on note d ||n si d divise n et (d, n/d) = 1. Si B est un anneau, B∗ de´signe le groupe
multiplicatif de ses inversibles. diag(a, b) de´signe la matrice
(
a 0
0 b
)
.
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2. Syste`mes de modules de Banach
2.1. Modules de Banach. La notion de syste`mes de modules de Banach orthonormal-
isables est introduite dans [CM] §4.3.
On appellera syste`me d’espaces de Banach la donne´e d’un ensemble E = {En, in, n ∈
N} de Cp-espaces de Banach orthonormalisables En, et d’applications Cp-line´aires com-
pactes in : En → En+1, on notera E† la limite inductive des En selon les in. Si W/Cp est
un espace rigide re´duit, on appellera faisceau de modules de Banach orthonormalisables
sur W la donne´e d’un faisceau B surW tel que pour tout ouvert affinoide V ⊂ W, B(V )
ait une structure de A(V )-module de Banach orthonormalisable, et tel que si V ⊂ V ′
sont des ouverts affinoides deW, l’application canonique B(V ′)⊗̂A(V ′)A(V )→ B(V ) soit
un isomorphisme de A(V )-modules de Banach. Un syste`me de modules de Banach sur
W est la donne´e d’un ensemble E = {En, in, n ∈ N} ou` En est un faisceau de modules
de Banach orthonormalisables sur W, et in : En → En+1 est un morphisme de faisceaux
tel que si V est un ouvert affinoide de W, in(V ) : En(V )→ En+1(V ) soit A(V )-line´aire
compacte. On notera alors E(V, n) := En(V ), et on abre´gera le tout en E = (E(V, n)).
Enfin, on dispose d’une notion e´vidente de sous-syste`me de modules de Banach sur W.
Exemple : Si E = {En, in, n ∈ N} est un syste`me d’espaces de Banach, on peut lui
associer un syste`me de modules de Banach sur W comme suit. Soit EW ,n le faisceau de
modules de Banach orthonormalisables associe´ a` En au sens de [CH] 3.7.2. On rappelle
que si V est ouvert affinoide, on aEW ,n(V ) := A(V )⊗̂CpEn que l’on notera encore E(V, n).
in nous fournit de plus par extension des scalairs une application compacte A(V )-line´aire
in(V ) : E(V, n)→ E(V, n+1). On appellera (E(V, n)) le syste`me de modules de Banach
sur W associe´ a` E.
Fixons E = (E(V, n)) un syste`me de modules de Banach sur W. Si x ∈ W(Cp), on
notera Ex le syste`me d’espaces de Banach de´duit de E par e´valuation en x : Ex,n :=
E(V, n)⊗̂A(V )Cp pour tout V tel que x ∈ V (Cp) (A(V ) → Cp e´tant l’e´valuation en x),
ix,n : Ex,n → Ex,n+1 l’application compacte de´duite. Dans nos applications, les ix,n seront
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toujours injectives. C’est par exemple le cas si EW est le syste`me de modules de Banach
sur W associe´ a un syste`me d’espaces de Banach {En, in, n ∈ N} tel que les in soient
injectives.
On appellera endomorphisme de E la donne´e, pour chaque V ⊂ W ouvert affinoide,
et pour tout n assez grand (V e´tant fixe´), d’un endomorphisme continu A(V )-line´aire
U(V, n) de E(V, n), tel que les U(V, n) commutent aux applications E(V, n)→ E(V, n+
1), et aux changements de bases ouverts affinoides E(V, n) → E(V ′, n) lorsqu’ils sont
de´finis. On dira que U := (U(V, n)) est un endomorphisme de E et on identifiera deux
endomorphismes U et U ′ si pour tout V et n assez grand, U(V, n) = U ′(V, n). L’ensemble
End(E) de ces endomorphismes est alors une Cp-alge`bre de manie`re naturelle. SiH est un
anneau (resp. G un moinoide), une repre´sentation de H (resp. de G) sur E est la donne´e
d’un morphisme de Cp-alge`bre H → End(E) (resp. Cp[G]→ End(E)). On parlera alors
de syste`me de H-modules de Banach sur W.
On note Comp(E) l’ide´al bilate`re de End(E) compose´ des e´le´ments ayant la proprie´te´
suivante : pour V ⊂ W un ouvert affinoide fixe´, il existe pour tout n assez grand un endo-
morphisme A(V )-line´aire continu T (V, n) : E(V, n + 1)→ E(V, n) tel que le diagramme
suivant soit commutatif :
E(V, n)
in(V )

U(V,n)
// E(V, n)
in(V )

E(V, n + 1)
U(V,n+1)
//
T (V,n)
55jjjjjjjjjjjjjjjj
E(V, n + 1)
En particulier, U(V, n) est compact, et [C2] A.2.3 assure que det(1−U(V, n)|E(V,n)) ∈
1 + TA(V ){{T}} est inde´pendant de n assez grand. La formation des se´ries de Fred-
holm commutant aux changements de base ouverts affinoides, toutes ces se´ries provi-
ennent par restriction d’une unique se´rie de Fredholm FredE(U) sur W, FredE(U) ∈
1 + TA(W){{T}}.
2.2. L’espace des poids-caracte`res.
On fixe p > 2 dans ce qui suit, Λ est l’anneau local complet Zp[[(1+pZp)]],W la boule
ouverte rigide de centre 1 et rayon 1, W(Cp) := {z ∈ Cp, |z − 1| < 1}. L’application
Λ→ A(W) de´finie par [1+p] 7→ Z identifie topologiquement Λ aux fonctions analytiques
Qp-value´es sur W(Qp) borne´es par 1 sur tout W(Cp). L’application κ 7→ κ(1 + p) induit
une bijection :
Homgr−cont(1 + pZp,C
∗
p) ≃ W(Cp)
On dispose d’un caracte`re ”universel” continu de´termine´ par κuniv(1 + p) = Z :
κuniv : 1 + pZp → A(W)∗
On note µp∞ := {ζ ∈ C∗p, ∃r ∈ N, ζpr = 1}, µp∞ ⊂ W(Cp). Si ζ ∈ C∗p est tel que
ζp
r
= 1, ζ.(1 + p)k ∈ W(Cp) correspond au caracte`re x → xkχ(x), χ e´tant le caracte`re
d’ordre fini de 1+pZp tel que χ(1+p) = ζ , caracte`re que l’on notera (k, χ). Dans ce cas,
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on appellera conducteur de κ, note´ cond(χ), le plus petit entier naturel r tel que χ soit
trivial sur 1 + prZp .
On aura besoin en 3.4.2 d’introduire pour r ≥ 1, la boule rigide Wr ⊂ W :
Wr(Cp) := {κ ∈ W(Cp), |κ− 1| < p−
1
pr−1(p−1) }
On a par exemple (1+ p)kζ ∈ Wr quand ζpr−1 = 1. Tout κ dans Wr(Cp) est un caracte`re
de 1 + pZp de restriction analytique a` 1 + prZp. Mieux, si V ⊂ Wr est ouvert affinoide,
la restriction de κuniv a` A(V ) est un caracte`re A(V )-value´ de 1 + pZp dont la restriction
a` 1 + prZp est analytique.
On note τ : (Z/pZ)∗ → Z∗p le caracte`re de Teichmu¨ller. On verra en ge´ne´ral les
caracte`res de 1 + pZp comme des caracte`res de Z∗p, en les e´tendant trivialement sur les
racines de l’unite´.
3. Formes modulaires p-adiques
Nous allons dans ce qui suit rappeler les acteurs essentiels de ce papier. On fixe un
nombre premier p ≥ 5, des entiers N et d, (N, p) = (N, d) = (p, d) = 1, d sans facteur
carre´.
Soit H la Z-alge`bre commutative de polynoˆmes sur les lettres Sl, Tl, si l est premier
et (l, Ndp) = 1, et Ul si l premier divise Ndp. On fixe ε = εpεN un caracte`re de (Z/pZ×
Z/NZ)∗. On notera aussi, si n ≥ 1, Tn l’e´le´ment de H obtenu par les formules usuelles :∑
n≥1
Tnn
−s =
∏
l|Npd
(1− Ull−s)−1
∏
l∤Npd
(1− Tll−s + lSll−2s)−1
3.1. Formes modulaires surconvergentes.
On fait des rappels sur certaines constructions faites dans [CM] §2.1, [C2] §4.3 .
Soit X1(Np, d) la courbe propre et plate sur Zp parame´trant les courbes elliptiques
ge´ne´ralise´es avec structure de niveau de type Γ1(Np) ∩ Γ0(d), ω le faisceau inversible
habituel sur X1(Np, d). Si p > 3, on rappelle que la se´rie d’Eisenstein normalise´e de
niveau 1, Ep−1, est une section globale de ω
p−1 sur X1(Np, d)/Zp qui rele`ve l’invariant
de Hasse. Si 0 ≤ v < 1 ∈ Q, on de´finit X1(Np, d)(v) comme e´tant l’ouvert affinoide de
X1(Np, d)
rig sur lequel |Ep−1| ≥ p−v, et Z1(Np, d)(v) la composante connexe affinoide
de ∞ dans X1(Np, d)(v) ([CM] §2.1, §4.3). Pour tout m ≥ 1, on s’inte´ressera plus
ge´ne´ralement ([CM] §2) a` la courbe rigide analytique (lisse irre´ductible) Z1(Npm, d)(v),
avec 0 ≤ v < 1, qui est la composante connexe affinoide de ∞ dans X1(Npm, d)(v).
Mk(p
m, d, v) := H0(Z1(Np
m, d)(v), ωk)
est le Cp-espace de Banach des formes modulaires v-surconvergentes de poids k, de niveau
Γ1(Np
m) ∩ Γ0(d), il est muni d’une action naturelle de H ([CM] §3.2, [C2] B5). On fixe
ici, et pour tout le texte, une suite re´elle de´croissante (vn)n∈N, telle que ∀n ∈ N, vn =
p−nv0 ∈ [ ppn+1(p+1) , ppn(p+1) [∩Q. La construction de nos syste`mes de modules de Banach
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de´pend de v0 d’une manie`re qui nous importera peu, pour alle´ger les notations nous
omettrons cette de´pendance dans ce qui suit. On pourrait fixer v0 =
1
p+1
.
Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp) est de conducteur m, on dispose d’une se´rie d’Eisenstein Eκ,
qui est une forme modulaire de poids k sur X1(Np
m, d)(v) de caracte`re trivial hors de
p, χτ−k en p. Si 0 ≤ v < p
pm−1p+1
, Z1(Np, d)(v) s’identifie canoniquement au quotient de
Z1(Np
m, d)(v) par l’action des diamants de (1 + pZp)/(1 + pmZp), permettant de voir
M0(p, d, v) comme le sous-espace de M0(p
m, d, v) de caracte`re trivial sous (1+ pZp)/(1+
pmZp). La multiplication par Eκ est un isomorphisme de Cp-Banach de M0(pm, d, v) sur
Mk(p
m, d, v) multipliant le caracte`re en p par χτ−k. Le q-de´veloppement a` l’infini de
Eκ est la spe´cialisation en κ d’un q-de´veloppement ”abstrait” E(q) ∈ 1 + qΛ[[q]] appele´
famille d’Eisenstein restreinte ([CM], §2.2).
On pose F := (F (V, n)), le syste`me de modules de Banach sur W associe´ au syste`me
d’espaces de Banach {A(Z1(Np, d)(vn)), resn, n ∈ N}, les applications
resn : A(Z1(Np, d)(vn))→ A(Z1(Np, d)(vn+1))
e´tant les restrictions compactes naturelles. Par de´finition, si V ⊂ W est ouvert affinoide,
F (V, n) = A(V × Z1(Np, d)(vn)). F est de manie`re naturelle une repre´sentation de H,
Up ∈ Comp(F ) ([CM] 3.2, [C2] B5). Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp) est de conducteur m,
n ≥ m− 1, Fκ,n s’identifie, comme repre´sentation de H, au sous-espace de Mk(pm, d, vn)
de caracte`re χτ−k sous (Z/pmZ)∗.
En chaque pointe c dans Z1(Np, d)(0), la the´orie des courbes de Tate (voir [K] A1.2)
nous fournit un qc-de´veloppement : F (V, n) →֒ A(V )[[qc]]. De plus, (Z/NpZ)∗ agit par
automorphismes naturels sur X1(Np, d) en pre´servant Z1(Np, d)(v) et donc l’ensemble
de ses pointes. Notons A(Z1(Np
m, d)(vn))
0,ε le sous-espace de A(Z1(Np
m, d)(vn)) com-
pose´ des fonctions de qc-de´veloppement nul pour tout c dans Z1(Np, d)(0), et sur lequel
(Z/NpZ)∗ agit par le caracte`re ε fixe´ plus haut. On s’inte´resse au syste`me de modules
de Banach F 0,ε associe´ au syste`me d’espaces de Banach
{A(Z1(Np, d)(vn))0,ε, resn|A(Z1(Np,d)(vn))0,ε , n ∈ N}
C’est un sous-syste`me de modules de Banach de F , pre´serve´ par H. Son e´valuation
F 0,εκ,n en κ = (k, χ) ∈ W(Cp) de conducteur m tel que n ≥ m − 1 s’identifie au sous-
espace de Mk(p
m, d, vn) compose´ des formes de caracte`re ετ
−kχ s’annulant aux pointes
de Z1(Np
m, d)(0) (noter que Eκ est non nulle en chacune de ces pointes).
On de´finit dans ce qui suit le sous-module de Banach de F 0,ε compose´ des familles de
formes surconvergentes ”nouvelles en d” (voir aussi [C2] B5). Soit l premier divisant d,
ld′ = d, on dispose de morphismes canoniques finis et plats
πl : X1(Np
m, d)→ X1(Npm, d′)
oubliant le sous-groupe d’ordre l. Ces morphismes induisent des morphismes rigides
analytiques πl : Z1(Np
m, d)(v) → Z1(Npm, d′)(v), finis et plats de degre´ l + 1 (e´tale
hors des pointes). L’isomorphisme canonique π∗l (ω) ≃ ω permet d’en conside´rer la trace,
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πl∗ω → ω, d’ou` en particulier sur les sections sur Z1(Npm, d′)(v) :
tr(πl)k : Mk(p
m, d, v)→ Mk(pm, d′, v)
On e´tend tr(πl)0 : A(Z1(Np, d)(v)) → A(Z1(Np, d′)(v)), line´airement en un A(V )-
morphisme
Trl : A(V × Z1(Np, d)(v))→ A(V × Z1(Np, d′)(v))
Trl de´finit ainsi un endomorphisme du module de Banach F
0,ε, il est bien de´fini pour
tous les couples (V, n).
Lemme 3.2. Soit κ = (k, χ) ∈ W(Cp), m = cond(κ), n ≥ m− 1, le diagramme suivant
est commutatif :
Fκ,n
Trl

×Eκ
// Mk(p
m, d, vn)

tr(pil)k

Fκ,n
×Eκ
// Mk(p
m, d′, vn)
Preuve : Il faut montrer que si f ∈ M0(pm, d, v), tr(πl)k(Eκf) = Eκtr(πl)0(f), ce qui
de´coule imme´diatement de ce que Eκ est de niveau premier a` l. 
On ve´rifie aise´ment que Trl commute aux correspondances de Hecke hors de l, aux
ope´rateurs diamants, et que Tr2l = (l + 1)Trl (cf. [C2] B5.1). Notons Wl l’involution
d’Atkin sur X1(Np
m, d)/Zp de´finie modulairement par (E,H, α) 7→ (E/H,E[l]/H, π ·α),
H e´tant un sous-groupe d’ordre l de E, π l’isoge´nie E → E/H , et α une structure de
niveau de type Γ1(Np
m)∩Γ0(d′). Elle pre´serve les Z1(Npm, d)(v) et induit par extension
des scalaires une involution encore note´e Wl sur les A(Z1(Np, d)(v)× V ).
De´finition : Soit κ ∈ W(Cp), f ∈ F 0,εκ,n est dite nouvelle en d si pour tout l divisant
d, Trl(f) = Trl(Wl(f)) = 0.
On notera F 0,ε,d le syste`me de modules de Banach surW associe´ au syste`me d’espaces
de Banach {A(Z1(Np, d)(vn))0,ε,d, resn, n ∈ N}, ou`
A(Z1(Np, d)(vn))
0,ε,d := A(Z1(Np, d)(vn))
0,ε ∩ (
⋂
l|d
Ker(Trl) ∩Ker(Trl ·Wl))
Lemme 3.3. F 0,ε,d est un sous-syste`me de modules de Banach de F 0,ε stable par l’action
de H.
Preuve : C¸a n’est pas comple`tement e´vident en ce qui concerne les Ul avec l|d. Il suf-
fit de ve´rifier que pour κ = (k, χ) ∈ W(Cp), m = cond(κ), n ≥ m − 1, Ul pre´serve
F 0,ε,dκ,n dans F
0,ε
κ,n. Sur Mk(p
m, d, vn), on dispose d’un endomorphisme Wl,k de´fini par
Wl,k(f)(E,H, α, ω) = f(E/H,E[l]/H, π.α, (π
∨)∗(ω)), avec les notations e´videntes. On
ve´rifie que sur le sous-espace de caracte`re εχτ−k, on a W 2l,k = ε(l)κ(l) et
tr(πl)k(f) = f + lε(l)
−1κ(l)−1Ul(Wl,k(f)), tr(πl)k(Wl,k(f)) = f + l · Ul(f)
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De plus, si g ∈ F 0,εκ,n et el de´signe la fonction inversible surX1(Np, d)(vn) de q-de´veloppement
Eκ(ql)
Eκ(q)
, alors un calcul montre que
E−1κ Wl,k(gEκ) = elWl(g)
En particulier, la multiplication par Eκ envoie F
0,ε,d
κ,n isomorphiquement sur l’intersection
des Ker(tr(πl)k) ∩ Ker(tr(πl)k ·Wl,k) dans le sous-espace de Mk(pm, d, vn) de caracte`re
εχτ−k. Les relations ci-dessus montrent que ce sous-espace est stable par Wl,k puis par
Ul, qui co¨ıncide avec −l−1Wl,k sur ce dernier. 
Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp), n ≥ cond(χ)−1, F 0,ε,dκ,n est Cp⊗ZH-isomorphe au sous-espace de
Banach de Mk(p
m, d, vn) constitue´ des formes s’annulant aux pointes de Z1(Np
m, d)(0),
de caracte`re εχτ−k, et annule´es par les tr(πl)k et tr(πl)k ·Wl,k. Ces formes seront ap-
pele´es nouvelles en d. Sur le sous-espace de Mk(p
m, d, vn) compose´ des restrictions a`
Z1(Np
m, d)(vn) des formes convergentes sur tout X1(Np
m, d), cette condition d’eˆtre nou-
velle en d est pre´cise´ment la condition usuelle.
Remarques : i) Soit κ = (k, χ) ∈ W(Cp) de conducteur m, r ∈ N, f ∈ F 0,ε,dκ,r propre
pour tout H, on note χ : H → Cp le caracte`re de´fini par Tn(f) := χ(Tn)f . f a un q-
de´veloppement sur la pointe∞ de la forme∑n≥1 anqn tel que an = χ(Tn)a1. Le principe
du q-de´veloppement (i.e l’irre´ductibilite´ de Z1(Np
m, d)(0)) montre alors que a1 6= 0, et
donc que l’on peut supposer a1 = 1. Ceci de´finit donc une bijection entre caracte`res
de H dans F 0,ε,dκ,r et les e´le´ments de ce dernier qui sont propres et de q-de´veloppement
normalise´ a` 1 (”multiplicite´ 1 faible”).
ii) Les Cp-espaces de Banach A(Z1(Np, d)(v)), ainsi que tous leurs sous-espaces con-
side´re´s dans ce paragraphe, sont orthonormalisables. En effet, d’apre`s [S1] 1.1, tout es-
pace de Banach provenant par extension des scalairs d’un espace de Banach sur un corps
local est orthonormalisable. De plus, par [S1] 1.2, les inclusions A(Z1(Np, d)(vn)) ⊃
A(Z1(Np, d)(vn))
0,ε ⊃ A(Z1(Np, d)(vn))0,ε,d sont scinde´es dans la cate´gorie des Cp-espaces
de Banach.
3.4. Formes modulaires quaternioniques p-adiques.
Dans ce qui suit, nous nous re´fe´rerons a` [B2].
3.4.1. Se´ries principales p-adiques de l’Iwahori. Introduisons tout d’abord quelques no-
tations de the´orie des groupes :
L de´signe le Borel infe´rieur de GL2(Qp)
N les unipotents supe´rieurs de GL2(Zp)
I(m) le sous-groupe de GL2(Zp) compose´ des e´le´ments triangulaires supe´rieurs modulo p
m
I := I(0) l’Iwahori, u := diag(1, p)
M(m) est le sous-monoide de GL2(Qp) ∩M2(Zp) engendre´ par I(m) et u, M :=M(1)
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La de´composition d’Iwahori s’e´crit I = (L ∩ I)×N . On identifie N a` Zp via(
1 t
0 1
)
7→ t
La grosse cellule de Bruhat L\LI ⊂ L\GL2(Qp) = P1(Qp) est stable par multiplication
a` droite par M. On note T la coordonne´e sur Zp, l’action de M par translation a` droite
sur les fonctions sur L\LI = Zp s’e´crit alors(
a b
c d
)
.T =
b+ dT
a+ cT
Soit n ∈ N, on note Cn la Cp-alge`bre de Banach des fonctions sur Zp de restriction
analytique aux a + pnZp, Cn est stable par l’action de M et C0 s’identifie a` l’alge`bre de
Tate Cp<T >. Les restrictions naturelles in : Cn → Cn+1 sont compactes injectives , ce
qui fait de C = {Cn, in, n ∈ N} un syste`me d’espaces de Banach tel que u ∈ Comp(C).
On note CW le syste`me de modules de Banach sur W associe´ a` C. Il sera commode de
poser C−n := C0 et C(V,−n) := C(V, 0) si n ∈ N, V ⊂ W ouvert affinoide.
Soit j : I → C∗0 le 1-cocycle de´fini par
j(
(
a b
c d
)
) := τ−1(a)(a + cT ) ∈ 1+pZp<T >⊂ C∗0
Il se prolonge a`M en le prenant trivial sur u. Si κ ∈ W(Cp), γ ∈M, on de´finit un cocycle
κ(j) :M→ ⋃n∈N C∗n par
(κ(j)(γ))(t) := κ(j(γ)(t)), t ∈ Zp
Si γ ∈ M(m) et κ ∈ Wr(Cp), κ(j)(γ) ∈ C∗r−m. On notera ρκ la repre´sentation de M sur
l’espace
⋃
n∈N Cn tordue par κ(j), i.e ρκ(v) := κ(j)(γ)γ.v. Cette torsion n’affecte pas u
et si κ ∈ Wr(Cp), M(m) pre´serve Cn de`s que n ≥ r −m. Plus ge´ne´ralement, si V ⊂ W
est un ouvert affinoide, on dispose d’un 1-cocycle κuniv(j) : M → ⋃n∈N C(V, n)∗, tel que
κuniv(j)κ = κ(j) si κ ∈ W(Cp) et κuniv(j)(γ) ∈ C∗r−m si γ ∈ M(m) et V ⊂ Wr. On
dispose donc d’une repre´sentation ρuniv de M sur
⋃
n∈N C(V, n), en tordant par κuniv(j)
la repre´sentation naturelle obtenue par extension comple`te des scalairs a` A(V ) de celle
sur Cn. Si V ⊂ Wr, M(m) pre´serve C(V, n) de`s que n ≥ r −m.
Ainsi, le syste`me de modules de Banach CW sur W est muni d’une repre´sentation
ρuniv : M → End(CW). Si V ⊂ Wr, M(m) pre´serve C(V, n) de`s que n ≥ r −m, et on a
u ∈ Comp(CW). On appelle CW la famille analytique des se´ries principales p-adiques de
I.
Remarques : i) C† = ⋃n∈N Cn est l’espace des fonctions localement analytiques sur Zp,
muni de sa topologie localement convexe c’est un espace de type compact au sens de
[ST] §1 2. La repre´sentation ρκ de I sur C† est la se´rie principale localement analytique
de I de caracte`re κ ([ST] §5, noter que leur B est l’Iwahori oppose´ a` I).
2Strictement, il faudrait plutoˆt prendre des fonctions K-value´es avec K sphe´riquement complet.
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ii) Les assertions de ce paragraphe sont de´taille´es dans [B2] §4, §7, noter qu’il a des
actions a` droites, non a` gauche. A cette modification pre`s, on a dans ses notations :
Aκ,p−n = Cκ,n et Mm ⊃ M(m) ; d’autre part si κ ∈ Wr(Cp)\Wr−1(Cp), ”m is good for
(κ, p−n)” e´quivaut a` n ≥ r −m.
3.4.2. Formes modulaires. Soit D(Q) une alge`bre de quaternions sur Q, on fixe D(Z)
un ordre maximal de D(Q), et on note D le sche´ma en anneaux sur Z associe´, D∗ son
groupe des inversibles. On suppose que D est de´finie. Soit d = disc(D) le produit des
premiers ramifie´s, on fixe un isomorphisme au dessus de Z[1/d],
ϕ : D/Z[1/d] ≃ M2/Z[1/d]
Si M est un entier premier a` d, on notera U1(M) (resp. U0(M)) le sous-groupe ouvert
compact deD∗(Af) ≃ D∗(A(d)f )×
∏
l|dD
∗(Ql), de´compose´ selon ce produit, valant le com-
pact maximal D∗(Zl) en les premiers l divisant d, e´gal a` ϕ−1(Γ1(M)) (resp. ϕ−1(Γ0(M)))
sur l’autre facteur, avec :
Γ1(M) = {g ∈ GL2(Ẑ[1/d]), g ≡
(
1 ∗
0 ∗
)
mod M},
Γ0(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
( ∗ ∗
0 ∗
)
mod M}
On verra les caracte`res de (Z/MZ)∗ comme des caracte`res de U0(M) par l’e´toile
supe´rieure gauche. SiM ≥ 5,D∗(Q)×U1(M) agit librement surD∗(Af), etD∗(Q)\D∗(Af)/U1(M)
est fini de cardinal note´ h1(M). On choisit M = Np comme en 3.
On note FD le syste`me de modules de Banach sur W tel que si V ⊂ W est ouvert affi-
noide, n ∈ N, FD(V, n) est leA(V )-module de Banach des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af)→
C(V, n) satisfaisant
f(xu) = j(u−1p )
−2ρuniv(u−1p )f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(Af )× U1(Np)
et in est l’application de´duite de la restriction canonique C(V, n)→ C(V, n+1). L’orthonor-
malisabilite´ vient de ce que FD(V, n) s’identifie a` C(V, n)h1(Np) car Np ≥ 5 (voir aussi
[B2] §7, §4).
On a une repre´sentation naturelle sur FD de U0(Np)/U1(Np) ≃ (Z/NpZ)∗, de´finie
par (< γ > .f)(x) = j(γ)−2ρuniv(γ)f(xγ). On notera FD,ε le sous-syste`me de modules
de Banach de FD sur lequel (Z/NpZ)∗ agit par ε−1. On dispose d’une repre´sentation
naturelle H → End(FD,ε) telle que Up ∈ Comp(FD,ε). Les doubles classes conside´re´es ici
pour les ope´rateurs de Hecke sont (avec les abus e´vidents) les diag(1, l), pour Tl et Ul si
l ∤ d, diag(l, l) pour Sl si l ∤ Npd, comme en 5.1 pour Ul avec l|d. Si κ ∈ W(Cp), FD,εκ,n
s’identifie a` l’espace des fonctions D∗(Q)\D∗(Af )→ Cn telles que
f(xu) = ε−1(u)j(u−1p )
−2ρκ(u
−1
p )f(x), ∀ (x, u) ∈ D∗(Af)× U0(Np)
(FD,εκ )
†, vu avec sa structure deH-module, est l’espace des formes modulaires p-adiques
quaternioniques de poids-caracte`re κ, de niveau mode´re´ N , de caracte`re ε.
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Soient n, m, r des entiers tels que n ≥ r − 1 ≥ 0, n ≥ m − 1 ≥ 0, et κ ∈ Wr(Cp),
conside´rons l’espace annexe FD,εκ,n [m] des fonctions f : D
∗(Q)\D∗(Af)→ Cκ,n satisfaisant
f(xu) = ε−1(u)j(u−1p )
−2ρκ(u
−1
p )f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(A(d)f )× U0(Npm)
C’est un H-module, en prenant cette fois-ci des doubles classes par rapport a` U0(Npm)
(ce qui ne change que Up, encore de´fini par la double classe de diag(1, p)). D’apre`s [B2]
(§5 lemme 3,iv), FD,εκ,n−m+1[m] et FD,εκ,n sont isomorphes comme H ⊗Z Cp-modules. Si de
plus κ = (k, χ) est de conducteur m, et k ≥ 2, FD,εκ,0 [m] contient comme sous-H ⊗Z Cp-
module l’espace des fonctions a` valeurs polynomiales en T de degre´ ≤ k − 2, ce dernier
est isomorphe comme H ⊗Z Cp-module a` l’espace des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af) →
Symk−2(C2p) telles que
f(xu) = ε(u)−1χ(up)
−1τk(up)u
−1
p f(x), ∀ (x, u) ∈ D∗(Af)× U0(Npm)
Ce H⊗Z Cp module est SDk (Npm, εχτ−k,Cp) dans la notation du §5.3.
4. Pre´liminaires de the´orie spectrale
4.1. Semi-simplification en dimension infinie. Soit K un corps value´ complet non
archime´dien (non discret), V un K-espace de Banach orthonormalisable, U un endomor-
phisme compact de V . La se´rie caracte´ristique P (T ) = det(1− TU) de U se de´compose
sous la forme
P (T ) =
∏
i≥0
Pi(T )
ni
ou` les Pi(T ) sont des irre´ductibles de 1 + TK[T ] deux a` deux distincts tels que |Pi(T )−
1| →
i→∞
0 pour la norme |.| sur K[T ] du sup des coefficients. Par [S1], on sait que V
est somme directe topologique de Ker(U) et des espaces de dimension finie V (Pi) :=
Ker(P ∗i (u)
ni), Q∗(T ) de´signant le polynoˆme re´ciproque de Q(T ), sur lesquels U a pour
polynoˆme caracte´ristique P ∗i (T )
ni. Soit H une K-alge`bre, ρ : H → EndK(V ) une
repre´sentation telle que ρ(H) contienne U et lui commute, alors ρ(H) stabilise les V (Pi),
que l’on peut semi-simplifier.
De´finition : On notera XU(V ) l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles de H ap-
paraissant dans la re´union des semi-simplifications des V (Pi), compte´es avec multiplicite´
(qui sont ne´cessairement finies).
Notons que XU(V ) de´pend de U , mais que XU(V ) = XU ′(V ) si U ′ ∈ ρ(H) est un autre
endomorphisme compact de V commutant a` ρ(H) et a` U tel que Ker(U ′) = Ker(U).
Si X est un ensemble de repre´sentations d’une alge`bre, on notera |X | l’ensemble des
classes d’isomorphie de repre´sentations apparaissant dans X (autrement dit, on oublie
les multiplicite´s).
Proposition 4.2. Soient (ρ1, V1) et (ρ2, V2), des repre´sentations d’une K-alge`bre H
dans les endomorphismes continus de V1 et V2, telles que Vi (i = 1, 2) est muni d’un
endomorphisme compact Ui commutant a` ρi(H).
12 UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS P -ADIQUE
On suppose de plus que pour tout h ∈ H, det(1 − Tρ1(h)U1) = det(1 − Tρ2(h)U2) ∈
K{{T}}. Alors XU1(V1) = XU2(V2).
Preuve : Soit α ∈ R, i ∈ {1, 2}, V αi le plus grand sous-espace de dimension finie de Vi
stable par Ui sur lequel le polygone de Newton du polynoˆme caracte´ristique de Ui est de
pente α. Soit h ∈ H , ρi(h) stabilise les V αi , et ses valeurs propres sur ces derniers sont
toutes borne´es par ||ρi(h)|| <∞, ||.|| de´signant la norme d’ope´rateur sur Vi. Soit x ∈ K∗
tel que |x| < 1, on peut trouver par conse´quent un N ∈ N tel que ρi(1 + xNh) ait toutes
ses valeurs propres de norme 1 sur les V αi (i = 1, 2). On pose h
′ = 1 + xNh ∈ H . En
co-trigonalisant Ui et ρi(h
′) sur V αi , on en de´duit :
det(1− TUiρi(h′))α = det(1− TUiρi(h′)|V αi )
Si Q ∈ 1+TK{{T}}, Qα de´signe le polynoˆme ∈ 1+TK[T ] divisant Q tel que le polygone
de Newton de Q/Qα n’a pas la pente α. Ainsi, det(1− Tρ1(h′)U1) = det(1− Tρ2(h′)U2)
donne
det(1− Tρ1(h′)U1|V α1 ) = det(1− Tρ2(h′)U2|V α2 )
ρi(h)Ui e´tant injectif sur V
α
i , notons que cela implique que dim(V
α
1 ) = dim(V
α
2 ), et que
ρ1(h
′)U1|V α1 et ρ2(h
′)U2|V α2 ont meˆme polynoˆme caracte´ristique. Ceci reste vrai pour les
meˆme raisons en remplac¸ant h′ par h′ + λ pour (une infinite´ de) λ ∈ K assez petit. Si A
et B sont deux endomorphismes qui commutent d’un K-espace vectoriel de dimension
finie r, avec A inversible, la donne´e de
det(X.1 −A(B + Y.1)) =
r∏
i=1
(X − aiY − bi) ∈ K[X, Y ]
permet de retrouver det(X.1−B) =∏ri=1(X − (bi/ai)) (ici K est une cloˆture alge´brique
de K). On en de´duit det(T − ρ1(h′)|V α1 ) = det(T − ρ2(h′)|V α2 ), puis la meˆme chose en
remplac¸ant h′ par h. Ainsi, V α1 et V
α
2 sont deux repre´sentations de H ayant meˆme
polynoˆmes caracte´ristiques, on sait alors que leurs semi-simplifications sont isomorphes,
ce qui conclut. 
Terminons cette partie par une le´ge`re ame´lioration de 4.2. Soient Ei, i = 1, 2, deux
syste`mes d’espaces de Banach, munis de repre´sentations ρi : H → End(Ei) et d’endo-
morphismes compacts Ui ∈ Comp(Ei), Ui ∈ ρi(H) commutant a` ρi(H). Ei,† est muni
d’une ope´ration de ρi(H) et Ui. Si α ∈ R est fixe´ et Ei,αn (Ui) de´signe le sous-espace
de Ein sur lequel Ui est de pente α, in induit pour tout n assez grand une bijection
Ei,αn (Ui) → Ei,αn+1(Ui) qui commute a` Ui. Cet espace de´finit donc un sous-espace de di-
mension finie Ei,α(Ui) de E
i,† qui he´rite d’une repre´sentation de H . Ceci permet de de´finir
a` nouveau XUi(Ei) comme e´tant l’ensemble des repre´sentations (compte´es avec multi-
plicite´s) de H apparaissant dans les semi-simplifications des Ei,α(Ui), α variant dans
R.
Corollaire 4.3. Sous ces hypothe`ses, supposons que pour tout h ∈ H, det(1−Tρ1(h)U1) =
det(1− Tρ2(h)U2) ∈ K{{T}}. Alors XU1(E1) = XU2(E2).
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Preuve : Fixons α ∈ R, Ei,α(Ui) est de dimension finie, H agit donc sur E1,α(U1) ⊕
E2,α(U2) a` travers un quotient de dimension finie. Conside´rons une sous-K-alge`bre H0
de H de type fini sur K engendrant toute l’image de H dans ce quotient ; pour n assez
grand, H0 et Ui agissent alors par endomorphismes sur E
i
n, i = 1, 2. On applique la
proposition 4.2 avec Vi = E
i
n, il vient XU1(E1,α(U1)) = XU2(E2,α(U2)), ce qui conclut. 
4.4. Un crite`re de densite´. On fixe M un syste`me de modules de Banach comme
en §2.1, dim(W) > 0, muni d’une action d’une Cp-alge`bre H , et d’un endomorphisme
compact U lui commutant, on notera (M,H,U) une telle donne´e. On rappelle que si
T/Cp est un espace rigide, un sous-ensemble X ⊂ T (Cp) est dit Zariski-dense si pour
tout ferme´ analytique F de T tel que X ⊂ F (Cp), alors F (Cp) = T (Cp). Soit X ⊂ W(Cp)
un sous-ensemble Zariski-dense, tel que pour tout x ∈ X et tout voisinage ouvert affinoide
irre´ductible V de x dansW, V (Cp)∩X est Zariski-dense dans V . On dira alors que X est
tre`s Zariski-dense dans W. C’est par exemple le cas des points de la forme ζ(1+ p)k,
avec ζp
m
= 1 et k,m ∈ N, dans la boule ouverte de centre 1 de rayon 1 de Cp.
On se fixe de plus une ”structure classique sur X”, on entendra par la` la donne´e pour
tout x ∈ X d’un sous-espace vectoriel de dimension finie M clx de M †x stable par l’action
de H . Soit α ∈ R, on notera M≤αx (resp. Mαx ) le sous-espace de dimension finie de M †x
sur lequel U est de pente au plus α (resp. exactement α). On fera de plus l’hypothe`se de
”controˆle” :
(Cl) Si α ∈ R, U ⊂ W ouvert affinoide, alors pour tout x ∈ X ∩ U(Cp) sauf peut-eˆtre
un nombre fini d’entre eux, M≤αx ⊂ M clx
Proposition 4.5. Soient (M1, H, U) et (M2, H, U) deux syste`mes de modules de Banach
surW relativement factoriel. On se donneX ⊂ W(Cp) un ensemble tre`s Zariski-dense, et
une structure tre`s classique sur X pour M1 et M2, chacune de ces structures satisfaisant
(Cl). Soit h ∈ H, supposons
∀x ∈ X, det(1− ThU|Mcl1,x) = det(1− ThU|Mcl2,x) ∈ Cp[T ]
Alors FredM1(hU)=FredM2(hU).
Preuve : Soit Zi ⊂ W × A1 l’hypersurface de Fredholm de Pi :=FredMi(hU), pi la
premie`re projection Zi → W. On dira que z ∈ Zi(Cp) est classique si z = (x, λ) avec
x ∈ X et si λ−1 est valeur propre de hU sur M cli,x. On montrera plus bas que les points
classiques sont Zariski-denses dans Zi(Cp), admettons le pour l’instant. Par hypothe`se,
P1 s’annule sur les points classiques de Z2(Cp), donc sur Z2(Cp) par Zariski-densite´. Par
syme´trie, il vient Zred1 = Z
red
2 et on de´duit de [C] 4.3.2 que P1 et P2 ont meˆme facteurs
irre´ductibles, il reste a` prouver que ces derniers ont meˆme multiplicite´s.
Soit Π un de ces facteurs irre´ductibles, de multiplicite´ ni dans Pi, Z(Π)i ⊂ Zi la
composante irre´ductible associe´e. Soit Wi l’ouvert de Z(Π)i dont le comple´mentaire est
l’ensemble points de Z(Π)i qui sont dans au moins deux composantes irre´ductibles de Zi.
Admettons pour l’instant que l’on puisse trouver x ∈ X et z = (x, λ) ∈ W1(Cp) = W2(Cp)
tels que λ soit une racine de det(1 − ThU|Mcli,x) mais pas de Pi(x, T )/ det(1 − ThU|Mcli,x).
Par le choix de Wi, λ est une racine de Pi(x, T ) qui est en fait une racine de Π(x, T )
14 UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS P -ADIQUE
mais pas des autres facteurs irre´ductibles. La multiplicite´ de λ comme racine de Pi(x, T )
est donc de la forme nin ou` n est la multiplicite´ de λ comme racine de Π(x, T ). Mais,
par le choix de z, nni est aussi la multiplicite´ de λ comme racine de det(1 − ThU|Mcli,x),
qui ne de´pend pas de i. Ainsi, n1n = n2n, puis n1 = n2.
Il reste a` trouver un tel z et a` prouver que les points classiques sont Zariski-denses
dans Zi(Cp). Par hypothe`se sur W et [C] 4.3.2, les composantes irre´ductibles de Zi sont
des hypersurfaces de Fredholm. Ces dernie`res e´tant d’image Zariski-ouverte dans W,
elles contiennent toutes des points d’image (par pi) dans X . Soit zi un de ces points,
appartenant a une composante irre´ductible Ti de Zi, et soit Ωi ∈ C(Zi) contenant zi. C(Zi)
de´signe le recouvrement canonique de l’hypersurface de Fredholm Zi (voir la discussion
au de´but de 6.1). Ωi e´tant fini et plat sur son image Vi ⊂ W (que l’on peut supposer
irre´ductible), chacune de ses composantes irre´ductibles se surjecte sur Vi. hU et U sont
des endomorphismes de Mi(Vi, n) pour un n assez grand que l’on fixe, et Pi(T )|Vi =
det(1 − ThU |Mi(Vi,n)) ∈ 1 + A(Vi)T{{T}}. Par choix de Ωi ∈ C(Zi) et un the´ore`me de
Coleman ([CM] §7.1, [C2] A.4.3), on peut trouver un sous-A(Vi)-module Ni de Mi(Vi, n)
localement libre de rang fini, stable par U et hU , tel que Ωi soit le ferme´ des ze´ros de
det(1 − ThU |Ni) dans Vi × A1. hU est un endomorphisme inversible de Ni, ainsi donc
que U , et ils sont automatiquement continus ([BGR] 3.7.3 proposition 2). En particulier,
les valeurs propres de U−1 sur les Ni,x, x ∈ Vi(Cp), sont borne´es par une constante ne
de´pendant que des Vi. Ceci et (Cl) impliquent que pour tout x ∈ X ∩ Vi(Cp) sauf peut-
eˆtre un nombre fini d’entre eux, Ωi(Cp) ∩ p−1i ({x}) est compose´ de points classiques.
X ∩ Vi(Cp) e´tant Zariski-dense dans Vi(Cp), et Ωi → Vi e´tant fini et plat, on en de´duit
que les points classiques sont Zariski-denses dans chaque composante irre´ductible de Ωi,
et en particulier dans Zi(Cp) et Ti(Cp) ([C] 2.2.3). Plus exactement, on en de´duit que
l’ensemble des points z = (x, λ) tels que MhU=λ
−1
i,x ⊂M cli,x est Zariski-dense dans Ti(Cp).
MhU=λ
−1
i,x de´signe ici le sous-espace de Mi,x qui est l’espace caracte´ristique pour la valeur
propre λ−1 de l’endomorphisme compact hU .
On appliquant cela a` Ti := Z(Π)i. Ωi ∩Wi est un ouvert de Ωi et contient donc des
points du type pre´ce´dent. Si (x, λ) en est un, λ est une racine de det(1− ThU|Mcli,x) mais
pas de Pi(x, T )/ det(1− ThU|Mcli,x), c’est juste ce qui nous manquait pour conclure. 
5. La correspondance de Jacquet Langlands ”p-adique”
5.1. Rappels sur la correspondance classique. Si M ∈ N, on pose :
K1(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
( ∗ ∗
0 1
)
modM},
K0(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
( ∗ ∗
0 ∗
)
mod M}
On pourra voir, par l’e´toile infe´rieure droite, les caracte`res complexes de (Z/MZ)∗
comme des caracte`res de K0(M). On fixe ε un tel caracte`re, ainsi qu’un entier k ≥ 2.
Le C-espace vectoriel Sk(M, ε) des formes modulaires paraboliques de poids k, de
niveau M , de caracte`re ε : (Z/MZ)∗ → C s’identifie a` l’espace des fonctions complexes
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sur GL2(Q)\GL2(A)/K1(M), de caracte`re central |.|2−kε−1, de caracte`re ε−1 sousK0(M),
satisfaisant les conditions usuelles de croissance aux pointes et holomorphie, en associant
a` f (voir par exemple [H] §3.1 pour des de´tails) 3
g = (g∞, gf) ∈ GL+2 (R)×K0(M) 7→ | det(g)|1−k/2f|kg∞(i)ε−1(gf)
Cette identification pre´serve l’action des ope´rateurs de Hecke usuels (non renormalise´s
du coˆte´ ade´lique). Soit l premier, l’ope´rateur de Hecke Tl si (l,M) = 1, Ul sinon, est donne´
par la double classe U0(M)diag(l, 1)U0(M) ; si (l,M) = 1, Sl = l
k−2ε(l) est l’action de
diag(l, l) (ici, on voit diag(a, b) ∈ GL2(A) partout trivial sauf en l ou` il vaut effectivement
diag(a, b)).
On notera Sk(M, ε)
d−new le sous-espace de Sk(M, ε) compose´ des formes d-nouvelles
au sens usuel.
On fixe un entier d sans facteur carre´, ayant un nombre impair de diviseurs premiers, tel
que d ||M et que ε soit trivial sur (Z/dZ)∗. On reconside`re D(Q) l’alge`bre de quaternions
de discriminant d introduite en 3.4.2. K1(M) (resp. K0(M)) est le compact ouvert de
D∗(Af) de´compose´ place par place, qui vaut D(Zp)∗ aux places p|d, ϕ−1(K1(M)) (resp.
ϕ−1(K0(M))) hors de d (cf. 3.4.2), noter que K1(M) 6= U1(M).
On note S∗,Dk (M, ε) le C-espace vectoriel des fonctions complexes surD
∗(Q)\D∗(A)/K1(M),
de caracte`re ε−1 sousK0(M), de caracte`re central | det(g)|2−kε−1, engendrant sous D∗(R)
un multiple du dual de la repre´sentation Symk−2(C2). Si k = 2 et ε = 1, on note S la
droite des fonctions constantes sur D∗(A) dans S∗,D2 (M, 1), elle est stable par D
∗(A).
The´ore`me 5.2. (Arthur, Jacquet, Langlands) Si k > 2 ou ε 6= 1, les C-espaces vecto-
riels S∗,Dk (M, ε) et Sk(M, ε)
d−new sont isomorphes en tant que modules sous l’alge`bre de
Hecke de GL2(A
(d)
f ). Si k = 2, ε = 1, c’est encore vrai en remplac¸ant S
∗,D
2 (M, 1) par
S∗,D2 (M, 1)/S.
L’action des ope´rateurs de Hecke dans cette correspondance se pre´cise de plus en l|d, en
faisant correspondre a` Ul, l’ope´rateur de Hecke de S
∗,D
k (M, ε) donne´ par la double classe
K0(M)πlK0(M), ou` πl ∈ D∗(Af) est partout trivial sauf en l ou` il vaut une (quelconque)
uniformisante de D(Zl). On notera encore Ul cet ope´rateur de Hecke pour D∗.
Il se trouve que nous n’allons pas conside´rer exactement l’espace S∗,Dk (M, ε), mais un
autre le´ge`rement diffe´rent (ce qui explique la notation ∗ provisoire), qui lui est isomorphe
comme module sous l’alge`bre de Hecke. Soit
ωM :=
(
0 1
M 0
)
∈ GL2(Q)
on le voit comme un e´le´ment de D∗(A) trivial aux places divisant d et a` l’infini, diago-
nalement ωM dans D
∗(A(d)f ) = GL2(A
(d)
f ). ωM normalise K0(M) et agit par diag(a, b) 7→
diag(b, a) sur le tore diagonal de GL2(A
(d)
f ).
3f|kg(z) := f(g(z))j(g, z)
−k det(g)k/2, g ∈ GL2(R)+, en particulier, si g ∈ Z(R), f|kg = f
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L’application f 7→ ωM .f induit un isomorphisme C-line´aire de S∗,Dk (M, ε) sur l’espace
des fonctions complexes sur D∗(Q)\D∗(A)/U1(M) de caracte`re ε−1 sous U0(M), de car-
acte`re central | det(g)|2−kε−1, engendrant sousD∗(R) un multiple du dual de Symk−2(C2).
On note SDk (M, ε) ce C-espace vectoriel muni de l’action de l’alge`bre de Hecke obtenue
par transport. Explicitement, si l est premier ne divisant pas d, l’ope´rateur de Hecke Tl si
(l,M) = 1, Ul sinon, est donne´ par la double classe U0(M)diag(1, l)U0(M) ; si (l,M) = 1,
Sl = l
k−2ε(l) est l’action de diag(l, l), Ul est inchange´ si l|d.
Comme en 3, H de´signe la Z-alge`bre de polynoˆmes sur les lettres Tl, Sl si l premier ne
divise pasM , Ul si l|M . Par ce que l’on vient de dire plus haut, SDk (M, ε) et Sk(M, ε)d−new
sont deux H-modules isomorphes, avec la meˆme exception pour k = 2 que dans 5.2.
5.3. Structures p-adiques des espaces de formes classiques.
Nous allons introduire une Qp-structure sur les espaces SDk (M, ε) et Sk(M, ε). On fixe
pour cela p premier, ι : Cp → C un isomorphisme de corps, K ⊂ Cp un sous-corps
complet, et M = Npd avec N, p et d comme en §3.
La courbe modulaire X1(M) a une structure naturelle sur Qp, pre´serve´e par les corre-
spondances de Hecke. Soit Sk(M, ε,K) le sous K-espace vectoriel de H
0(X1(M)/K, ω
k)
compose´ des formes paraboliques de caracte`re ε. Notons que par ”GAGA rigide ana-
lytique”, ce H-module est canoniquement isomorphe a` son analogue sur X1(M)rig/K.
La formation du H-module Sk(M, ε,K) commute a` l’extension des scalaires sur K et la
donne´ de ι identifie Sk(M, ε,Cp) et Sk(M, ε).
SDk (M, ε,K) le K-espace vectoriel des fonctions f : D
∗(Q)\D∗(Af) → Symk−2(K2)
satisfaisant
f(xu) = ε(u)−1u−1p f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(Af)× U0(M)
c’est un H-module de manie`re naturelle. La formation du H-module SDk (M, ε,K) com-
mute a` l’extension des scalaires surK et la donne´e de ι identifie SDk (M, ε,Cp) et S
D
k (M, ε),
on rappelle comment dans ce qui suit.
A une fonction f ∈ SDk (M, ε) est associe´ par de´finition un morphismeD∗(R)-e´quivariant
ϕf de Sym
k−2(C2)∗ vers l’espace des fonctions complexes sur D∗(Q)\D∗(A)/U1(M). Si
x ∈ D∗(A),
v 7→ ϕf(v)(x)
de´finit par dualite´ un unique e´le´ment Ff(x) ∈ Symk−2(C2). On conside`re alors l’applica-
tion qui a` f associe l’e´le´ment de SDk (M, ε,Cp) de´fini par
xf 7→ x−1p ι−1(Ff (1× xf ))
c’est l’isomorphisme cherche´ comme on le ve´rifie imme´diatement.
Si Sk(M, ε,Qp)d−new de´signe le sous-espace de Sk(M, ε,Qp) compose´ des formes nou-
velles en d de Sk(M, ε,Qp), il vient
Proposition 5.4. Si k > 2 ou ε 6= 1, les H ⊗Z Qp-modules Sk(M, ε,Qp)d−new et
SDk (M, ε,Qp) sont isomorphes. S2(M, 1,Qp) estH-isomorphe au quotient de SD2 (M, 1,Qp)
par la droite des fonctions constantes.
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5.5. La correspondance p-adique a` poids-caracte`re fixe´. On reprend les notations
du § 3, et on s’inte´resse aux syste`mes de modules de Banach sur W,
M1 := F 0,ε,d et M2 := FD,ε
Comme on l’a vu, ils sont munis d’une action de l’alge`bre H := H, et Ui := ρi(Up) ∈
Comp(M i) commute a` ρi(H). On pose X := {ζ(1 + p)k, k ≥ 2, ζ ∈ µp∞} ⊂ W(Cp), il
est tre`s Zariski-dense dans W. On munit M1 et M2 de structures classiques sur X en
posant pour M i,cl
ζ(1+p)k
, k ≥ 3, ζpm = 1,
– le sous-espace de F 0,ε,d
ζ(1+p)k,n
, avec n quelconque tel que n ≥ m− 1, des restrictions a`
X1(Np
m, d)(vn) des sections de ω
k convergentes sur tout X1(Np
m, d)/Cp, s’annulant
a` toutes les pointes de X1(Np
m, d)/Cp, si i = 1.
– le sous-espace SDk (Np
m, εχτ−k,Cp) de F
D,ε
ζ(1+p)k ,n
, n ≥ m− 1 quelconque, de´fini a` la
fin du paragraphe 3.4.2.
Ce sont bien des structures classiques, satisfaisant (Cl) en (1+ p)kζ de`s que α < k−1
par les assertions connues de classicite´ en pente petite devant le poids ([C1] §8, [C3]
1.1,[B2] §4). Il faut noter qu’une forme modulaire de poids k sur X1(Npm, d) qui est
propre pour Up de pente strictement infe´rieure a` k−1, et qui s’annule en toutes les
pointes de Z1(Np
m, d)(0), est en fait parabolique. On est alors dans les hypothe`ses de la
proposition 4.5 par le the´ore`me 5.2. On en de´duit le
The´ore`me 5.6. Soit h ∈ H, alors FredF 0,ε,d(hUp) = FredFD,ε(hUp)
Remarques :
– Il est aise´ de voir que le membre de droite de cette e´galite´ est en fait dans 1 +
TΛ{{T}}, ainsi donc que le premier.
– On aurait pu se restreindre, dans notre choix de l’ensemble X , a` celui de {(1+p)k, k ≥
3} pour obtenir le meˆme re´sultat 5.6. Via le the´ore`me 6.7 (qui n’utilise que le re´sultat
de 5.6), on peut alors de´duire de la proprie´te´ (Cl) pour les formes quaternionique,
et de [C1], une nouvelle preuve du the´ore`me de controˆle de [C3].
Soit κ ∈ W(Cp), on dispose de deux syste`mes d’espaces de Banach F 0,ε,dκ et FD,εκ ,
munis de repre´sentations de H. Le corollaire 4.3 implique le
The´ore`me 5.7. XUp(F 0,ε,d) = XUp(FD,ε)
Autrement dit, l’espace des formes modulaires paraboliques surconvergentes de pente
finie, de poids-caracte`re κ, de niveau mode´re´ Nd, nouvelles en d, de caracte`re ε et l’espace
des formes modulaires quaternioniques p-adiques de pente finie, poids-caracte`re κ, de
niveau mode´re´ N , de caracte`re ε, ont meˆme semi-simplification comme H-module.
6. La correspondance en familles p-adiques
6.1. Une proprie´te´ d’unicite´ pour les varie´te´s spectrales. Soit W/Cp un espace
rigide re´duit, soit M la donne´e d’un syste`me de modules de Banach orthonormalisables
sur W, muni d’une repre´sentation d’une Cp-alge`bre commutative ρ : H → End(M), et
d’un U ∈ H tel que ρ(U) ∈ Comp(M). A une telle donne´e (M,U,H), on peut attacher la
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se´rie de Fredholm FredM(U) ∈ 1+TA(W){{T}}, et l’hypersurface de Fredholm associe´e
Z ⊂ W × A1 de´finie par FredM(U)=0, munie de ses deux projections (pr1, pr2) : Z →
W×A1. On sait alors que Z a un recouvrement admissible canonique C := C(FredM(U)),
compose´ des ouverts affinoides Ω ⊂ Z finis et plats sur leur image pr1(Ω), et ouverts
ferme´s dans pr−11 (pr1(Ω)) ([C2] A5.8, ce qui suffit pour nos applications, [B1] §4 pour le
cas ge´ne´ral). On sait de plus construire par recollement a` l’aide de C, un espace rigide
D ([CM] §7 4 puis [CH] §6), la ”varie´te´ spectrale attache´e a` (M,U,H)”, muni d’un
morphisme fini π : D → Z. On dispose de plus d’un morphisme d’anneaux a : H →
A(D), ainsi que d’un diagramme commutatif :
D
κ

pi
?
??
??
??
?
a(U)−1
''P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP
Z pr2
//
pr1
 



A1rig
W
H , U ∈ H et W e´tant fixe´s, on note E la cate´gorie dont les objets sont les couples
(π, a) forme´s d’un morphisme d’espaces rigides π : D → Z au dessus de W, ainsi que
d’un morphisme d’anneaux a : H → A(D) tel que a(U)−1 = pr2 · π. Les morphismes
Hom((π1, a1), (π2, a2)) sont ceux (ϕD, ϕZ) : π1 → π2 au dessus de W tels que ∀h ∈
H, a2(h) · ϕD = a1(h). Si X = (π, a) est un objet de E , on notera D(X) (resp. Z(X))
l’espace rigideD source (resp. Z but) de π, a(X) := a, π(X) := π. Si (M,U,H) est comme
plus haut, on notera E(M) l’objet de E associe´ a` M par la construction pre´ce´dente. On
notera de plus E(M)red, la re´duction de E(M), l’objet (πred, ared) de E , de´fini par
πred : Dred
can→֒ D pi−→ Z, ared : H a−→ A(D) can−→ A(D)/Nilrad(A(D))
Proposition 6.2. Soient (M1, U,H) et (M2, U,H) comme plus haut, on suppose
∀h ∈ H,FredM1(hU) = FredM2(hU)
Alors E(M1)red et E(M2)red sont canoniquement isomorphes.
Preuve : Par hypothe`se, Z(E(M1)) = Z(E(M2)), on la note Z, elle est munie de sa
premie`re projection pr1 : Z → W, on pose de plus Di = Di(E(M i)), E(M i) = (πi, ai).
Soit C le recouvrement canonique de Z → W, Ω ∈ C, V := pr1(Ω) est un ouvert
affinoide de W, et par hypothe`se Ω → pr−11 (V ) est un ouvert ferme´ fini sur V . Pour
n assez grand, M i(V, n) contient alors un sous-A(V )-module localement libre de rang
fini, ”inde´pendant de n”, dont on note M i(Ω) l’image dans Mi(V )
†. M i(Ω) he´rite d’une
action de H , ρi(U) ayant pour polynoˆme caracte´ristique le polynoˆme associe´ a` la donne´e
de Ω (cf. par exemple [CH] 6.3.3). Soit HV := H ⊗Cp A(V ), par construction Di(Ω) est
l’affinoide d’alge`bre l’image de HV dans EndA(V )(M
i(Ω)).
4Il s’agit de la construction ”D” de la courbe de Hecke dans [CM], uniquement base´e sur de la the´orie
spectrale, nous ne nous occupons pas dans ce texte de la ”C”
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Soit h ∈ H , montrons que si Pi,h(X) := det(h|M i(Ω) −X.1), alors P1,h(X) = P2,h(X).
V ⊂ W e´tant re´duit, il suffit de le faire apre`s e´valuation en tout x ∈ V (Cp). Soit
x ∈ V (Cp), alors le corollaire 4.3 s’applique a` (H,U) agissant sur les syste`mes de modules
de Banach M ix, on en conclut que les meˆme caracte`res de H apparaissent dans les semi-
simplifications de ces deux espaces (avec multiplicite´s). M i(Ω)x est par de´finition le sous-
espace de
⋂
n∈NM
i
x,n sur lequel ρi(U) a ses valeurs propres d’inverse dans pr
−1
1 ({x})∩Ω,
et ces dernie`res ne de´pendent pas de i, la se´rie caracte´ristique de U n’en de´pendant pas.
Il vient donc P1,h(X)(x) = P2,h(X)(x), puis P1,h(X) = P2,h(X). Si plus ge´ne´ralement
h ∈ HV , on a encore P1,h(X) = P2,h(X) car par l’argument pre´ce´dent on a cette e´galite´
apre`s e´valuation en tout x ∈ V (Cp).
Soit Ii l’ide´al de HV noyau du morphisme HV → EndA(V )(M i(Ω)), prouvons que√
I1=
√
I2. Soit f ∈ I1, alors P1,h(X) = Xd, d e´tant le rang de M1(Ω) (e´gal au rang de
M2(Ω)), on en de´duit que P2,h(X) = X
d puis que Id1 ⊂ I2. Il vient
√
I1 ⊂
√
I2, puis par
syme´trie
√
I1 =
√
I2, ce que l’on voulait. On en de´duit l’existence d’un isomorphisme
d’anneau HV -line´aire : ϕ
∗(Ω) : A(D2(Ω)
red) → A(D1(Ω)red). Un tel morphisme HV -
line´aire est ne´cessairement unique s’il existe, il est au dessus de A(Ω).
Soit alors ϕ(Ω) : D1(Ω)
red → D2(Ω)red l’isomorphisme induit au dessus de Ω. Ve´rifions
que si Ω′ ⊂ Ω ∈ C, ϕΩ envoie D1(Ω′)red dans D2(Ω′)red. Soit V = pr1(Ω) ⊂ W,
V ′ = pr1(Ω
′), alors ΩV ′ := Ω ∩ pr−11 (V ′) ∈ C et Di(ΩV ′) est l’ouvert Di(Ω)red ×V V ′
de Di(Ω)
red. ϕ(Ω) induit un HV ′-isomorphisme D1(ΩV ′) = D1(Ω)
red×V V ′ → D2(Ω)red =
D2(Ω
′)red, ce qui conclut le cas Ω′ = ΩV ′. Il reste donc le cas V = V
′. On a Di(Ω)
red =
Di(Ω
′)red
∐
Di(Ω\Ω′)red. ϕΩ e´tant A(Ω) et HV -line´aire sur les fonctions, elle envoie
D1(Ω
′)red isomorphiquement sur D2(Ω
′)red au dessus de HV et A(Ω
′). On conclut par
unicite´ d’un tel morphisme que les ϕΩ se recollent en un isomorphisme D
red
1 → Dred2 au
dessus de Z par [BGR] 9.3.3/1. 
Remarque : Il est bien sur faux en ge´ne´ral que sous les hypothe`ses de la proposition
6.2, M1 et M2 soient des H-modules isomorphes ; 6.2 est la ge´ne´ralisation naturelle de
4.2.
Nous pouvons e´noncer un re´sultat ge´ne´ral combinant 4.5, 6.2 et 4.3. Fixons W re´duit
de dimension > 0 et relativement factoriel, (M1, H, U) et (M2, H, U) des syste`mes de
H-modules de Banach sur W munis de structures classiques sur un sous-ensemble tre`s
Zariski-dense X ⊂ W(Cp) comme en 4.4, satisfaisant (Cl) :
The´ore`me 6.3. Supposons pour tout h ∈ H, x ∈ X,
det(1− ThU|M1,clx ) = det(1− ThU|M2,clx ) ∈ Cp[T ]
alors,
– FredM1(hU) = FredM2(hU) ∈ 1 + TA(W){{T}},
– E(M1) est canoniquement isomorphe a` E(M2),
– Pour tout x ∈ W(Cp), XU(M1x) = XU(M2x).
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Nous allons e´noncer, pour terminer ce paragraphe, un crite`re sur (M,U,H) assurant
que D(E(M)) est re´duit. Ce passage peut eˆtre omis en premie`re lecture, et apparaˆıt ici
par manque de re´fe´rence satisfaisante. On fera les hypothe`ses suivantes sur W : W est
relativement factoriel ([C] §4), de dimension > 0, et pour tout x ∈ W(Cp), ÔX,x est
inte`gre. On suppose de plus que l’on dispose de X ⊂ W(Cp) un ensemble tre`s Zariski
dense, et une structure classique sur X au sens de §4.4, satisfaisant (Cl). On fait de plus
l’hypothe`se de type ”multiplicite´ 1” suivante :
”Soit α ∈ R, pour presque tout x ∈ X , H agit de manie`re semi-simple sur M clx ∩M≤αx ”
Proposition 6.4. Sous ces hypothe`ses, D(E(M)) est re´duit.
Rappels : Si A est une alge`bre affinoide, x ∈ Specmax(A), on notera Ax (resp. Arigx ) le
localise´ Zariski (resp. rigide) en x ([BGR] 7.3.2). Ils sont tous deux locaux noethe´riens, ont
des comple´te´s canoniquement isomorphes, et Ax, A
rig
x et Âx sont simultane´ment re´duits
([BGR] 7.3.2/8). Notons que si A→ A′ est un morphisme plat entre anneaux noethe´riens,
alors si A′ n’a pas d’ide´aux premiers associe´s immerge´s, il en va de meˆme pour A. Ceci
vaut en particulier pour Ax → Arigx → Ârigx = Âx. Par exemple, si tous les Arigx sont sans
composantes associe´es immerge´es, alors A est sans composante associe´e immerge´e. Enfin,
pour qu’un anneau noethe´rien A sans composante associe´e immerge´e soit re´duit, il suffit
que pour un ensemble {x1, ..., xn} ⊂ Specmax(A) tel que chaque composante irre´ductible
de Spec(A) contienne un des xi, chacun des Axi soit re´duit. En effet, sous ces hypothe`ses
l’application canonique A → ⊕ri=1Axi est injective. En particulier, si un tel anneau A
a son spectre irre´ductible, soit il est re´duit, soit aucun des Ax, x ∈ Specmax(A) n’est
re´duit.
Preuve : On reprend les notations du de´but du §6.1, un point z ∈ D(Cp) sera dit
classique si κ(z) ∈ X , et si le caracte`re de H obtenu par e´valuation en z sur D(Cp)
est dans la semi-simplification du H-module M clκ(z). Les points classiques sont alors tre`s
Zariski denses car W est relativement factoriel de dimension > 0, et par (Cl).
Soit Ω ∈ C tel que D(Ω) contienne un point classique, il en contient alors un ensemble
Zariski-dense. Soit M(Ω) le A(V )-module projectif de type fini associe´ a` Ω comme dans
la preuve de 6.2. Soit u ∈ A(D(V )) ⊂ EndA(V )(M(Ω)) nilpotent, par hypothe`se de
multiplicite´ 1, les e´valuations de u sont nulles en presque tout x de X ∩ V (Cp), et u est
donc nul ; D(V ) est donc re´duit s’il contient un point classique.
Soit Ω ∈ C quelconque, montrons que les comple´te´s des anneaux locaux aux points
ferme´s deD(Ω) n’ont pas de composantes associe´es immerge´es. C’est en fait une proprie´te´
ge´ne´rale des sous-A-alge`bres B de EndA(P ) ou` A est inte`gre noethe´rien tel que les
Âm, m ∈ Max(A), soient inte`gres, et P projectif de type fini sur A. En effet, si m ∈
Max(A) est fixe´, A′ := Âm, la platitude de A → A′ entraˆıne que Bm := B ⊗A A′ est
canoniquement isomorphe a` son image dans EndA′(P ⊗A A′) ≃Mr(A′), ou` r := rgA(P ).
A′ e´tant hense´lien, Bm est un produit d’alge`bres locales B
i
m finies sur A
′, sans A′-torsion,
car incluse dans Mr(A
′). En particulier si Q est un ide´al premier associe´ de Bim, Q ∩A′
est un ide´al premier de A′ de meˆme hauteur que Q annulant un e´le´ment de Bim, donc
Q ∩ A′ = 0 et cette hauteur commune est nulle, ce que l’on voulait.
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Les D(Ω) recouvrant D de manie`re admissible, tous les OrigD,x, x ∈ D, sont sans com-
posantes immerge´es associe´es, on conclut par le lemme suivant. 
Lemme 6.5. Soit X/Cp un espace rigide dont les anneaux locaux n’ont pas de com-
posantes associe´es immerge´es, et ayant un ensemble Zariski dense de x tels que OrigX,x
soit re´duit, alors X est re´duit.
Preuve : SoitX0 l’ensemble des x deX qui sont dans une seule composante irre´ductible
de X , X0 est un ouvert admissible de X . Soit Red(X) := {x ∈ X,OrigX,x est re´duit },
c’est (sans condition sur X) un ouvert admissible de X , on de´finit de meˆme Red(X0).
Red(X) est Zariski-dense dans X , comme il est ouvert il y est aussi tre`s Zariski-dense.
On en de´duit que Red(X0) est Zariski-dense dans X0. Les rappels ci-dessus assurent que
Red(X0) est un ouvert ferme´ admissible de X0, on a donc X0 = Red(X0). Si V est un
ouvert affinoide de X , V ∩ X0 est Zariski-dense dans V , et les rappels montrent que
V ⊂ Red(X). .
6.6. L’isomorphisme rigide analytique JLp. Soient W, N, p, d comme en §3,
D0,ε,d := D(E(F 0,ε,d))red, DD,ε := D(E(FD,ε))red
On note Z ⊂ W×A1 l’hypersurface de Fredholm associe´e a` FredF 0,ε,d(Up)= FredFD,ε(Up)
(the´ore`me 5.6), a := a(E(F 0,ε,d)), aD := a(E(FD,ε)), on dispose aussi de morphismes na-
turels D0,ε,d →W et DD,ε →W que l’on notera par le meˆme nom κ.
The´ore`me 6.7. Il existe un unique isomorphisme rigide analytique JLp : D
D,ε → D0,ε,d
au-dessus de W, co¨ıncidant avec la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points
classiques diffe´rents du point spe´cial. Il satisfait ∀h ∈ H, a(h).JLp = aD(h).
Avant de prouver ce the´ore`me, rappelons qu’un point x de D0,ε,d(Cp) (resp. DD,ε(Cp))
est dit classique si :
i) κ(x) = (1 + p)kζ , ou` k ≥ 2 est un entier, ζ ∈ µp∞ ,
ii) le caracte`reH → Cp obtenu par l’e´valuation en x apparaˆıt dans la semi-simplification
du H-module F 0,ε,d,cl
(1+p)kζ
(resp. FD,ε,cl
(1+p)kζ
).
On notera x0 le point de D
D,1(Cp) correspondant au caracte`re de H sur la droite des
fonctions constantes dans FD,1,cl(1+p)2 , on l’appellera le point spe´cial.
Preuve : L’assertion d’unicite´ de 6.7 de´coule de la Zariski-densite´ des points classiques
de DD,ε. Le the´ore`me 5.6 combine´ a` la proposition 6.2 assure l’existence d’un isomor-
phisme canonique φ : E(FD,ε)red → E(F 0,ε,d)red. On de´finit alors
JLp : D
D,ε → D0,ε,d
comme e´tant l’isomorphisme induit par φ. Par construction, il est au dessus de W et
satisfait a = JLp.aD.
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Prouvons que JLp induit la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points clas-
siques non spe´ciaux. Rappelons (cf. par exemple [CH] 6.2.4, 6.2.5) que si w ∈ W(Cp), l’ap-
plication qui a un point x ∈ D0,ε,d(Cp) (resp. DD,ε(Cp)) tel que κ(x) = w associe le car-
acte`re Cp-value´ de H d’e´valuation en x induit une bijection entre κ−1(w) et |XUp(F 0,ε,dw )|
(resp. |XUp(FDεw )|, voir §4.1 pour la notation |.|). En particulier, si x ∈ DD,ε(Cp) est
un point classique non spe´cial, la relation a = JLp.aD assure que JLp(x) correspond au
meˆme caracte`re de H que x. Or la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle nous
assure l’existence d’une forme classique de poids κ(x) ayant ce caracte`re sous H ; par
unicite´ (i.e par la bijection rappele´e ci-dessus) le point de D0,ε,d(Cp) correspondant est
ne´cessairement JLp(x), ce qui prouve le the´ore`me. 
Remarques : i) Par des techniques usuelles, on peut montrer que l’adhe´rence H de
la Λ-alge`bre engendre´e par l’image de H dans A(DD,ε) est compacte. De ceci et de
l’existence des repre´sentations galoisiennes attache´es aux formes modulaires classiques
re´sulte facilement (voir par exemple [CH] §7) l’existence d’un unique pseudo-caracte`re
continu de dimension 2
T : Gal(Q/Q)Npd −→ H ⊂ A(D0,ε,d)
tel que si l est premier avec (l, Npd) = 1, T (Frobl) = a(Tl).
ii) JLp(x0) correspond a` la forme modulaire parabolique surconvergente de poids 2,
nouvelle en d, de q-de´veloppement q +
∑
n≥2 anq
n avec al = l + 1 si (l, pd) = 1, 1 si l|d,
et p si l = p. Elle n’est pas classique au sens strict pre´ce´dent, mais elle est quand meˆme
convergente sur tout X1(Np, d), bien que non cuspidale. Elle est ”critique”, car de pente
1 et de poids 2.
En prenant X := {(1+ p)k, k ≥ 2 ∈ W(Cp)}, les structures classiques sur X ci-dessus,
N = 1, l’hypothe`se de multiplicite´ 1 pour H agissant sur M cl
(1+p)k
∩M≤α
(1+p)k
sont ve´rifie´es
de`s que k−1
2
> α et 6.4 donne la
Proposition 6.8. Si N = 1, D(E(F 0,ε,d)) et D(E(FD,ε)) sont re´duits.
7. Quelques conse´quences, remarques et questions
7.1. Ope´rateurs theˆta. Soit κ = (k, χ) de conducteur m, k ≥ 2, il existe un ope´rateur
d’entrelacements surjectif
C†(1+p)−2κ −→ (C†(1+p)−2κ∗)⊗ detk−1, f 7→ (
d
dT
)k−1(f), κ∗ := (2− k, χ)
en tant que repre´sentations de M (cf. [B2] §6, voir aussi [ST] 5.5). Son noyau est l’es-
pace des fonctions localement polynomiales de degre´ ≤ k − 2. Il induit un ope´rateur
Θ1−k : FD,εκ,0 [m] → FD,εκ,0 [m] avec les notations de 3.4.2, tel que ∀n ∈ N, Tn(Θ1−k(f)) =
n1−kΘ1−k(f). Le noyau de Θ1−k est le H-module SDk (Npm, εχτ−k,Cp).
Du coˆte´ des courbes modulaires, on peut de´finir via l’application de Kodaira-Spencer
([C1] §4, [C3]) un ope´rateurM2−k(Npm, d)† → Mk(Npm, d)† note´ Θk−1, qui agit sur les q-
de´veloppements par ( d
dq
)k−1, et satisfait donc ∀n ∈ N, Tn(Θk−1(f)) = nk−1Θk−1(Tn(f)).
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Les formes modulaires classiques propres, de pente finie, de poids k et de niveau Npmd
ne sont pas dans l’image de θ1−k.
Si x ∈ DD,ε(Cp) est non classique mais de poids κ, il existe une forme fx ∈ FD,εκ [m]
propre, non classique, ayant pour syste`me de valeurs propres celui associe´ a` x. Θ1−k(fx) ∈
FD,εκ∗ [m] est propre et non nul, et correspond donc a` un point que l’on notera Θ
1−k(x) ∈
DD,ε(Cp). On de´finit de meˆme Θk−1(x) pour tout x ∈ D0,ε,d(Cp) de poids κ∗, 6.7 implique
la :
Proposition 7.2. Soit x ∈ DD,ε(Cp) non classique de poids κ(x) = (k, χ), alors
Θk−1(JLp(Θ
1−k(x))) = x
7.3. Questions.
(Q1) Nous n’avons pas montre´ que les syste`mes de modules de Banach F 0,ε,d et FD,ε
sont isomorphes. Est-il vrai, par exemple, que si κ ∈ W(Cp), les sous-espaces de (FD,εκ )† et
de (F 0,ε,dκ )
† compose´s des vecteurs de pente finie sont des H-modules isomorphes ? Cette
version ”non semi-simplifie´e” de notre correspondance serait par exemple inte´ressante
pour des questions de multiplicite´ 1 mieux comprises du coˆte´ GL2 (essentiellement par
la pre´sence du q-de´veloppement).
(Q2) Existe-t’il une re´alisation ge´ome´trique de la correspondance donne´e ? Nous espe´rons
revenir sur ce point dans un travail ulte´rieur.
(Q3) Plusieurs autres espaces de ”formes modulaires p-adiques” naturels peuvent eˆtre
de´finis autant au niveau quaternionique que pour GL2. Par exemple, on peut remplacer
les se´ries principales de I dans notre de´finition des formes quaternioniques p-adiques par
des restrictions des se´ries cuspidales de GL2(Qp), qui apparaissent aussi en familles sur
W et contiennent les repre´sentations de dimension finie usuelles aux poids-caracte`res
arithme´tiques : a` quoi correspondent-elles du coˆte´ GL2 ?
Nous espe´rons revenir aussi sur l’e´tude d’une autre famille d’espaces de Banach (con-
struite du coˆte´ elliptique cette fois-ci), obtenue en conside´rant les sections de ωk sur la
re´union finie des disques supersinguliers de X1(N)/Cp (N premier a` p disons). Ces es-
paces sont aussi lie´s a` des espaces de formes modulaires quaternioniques pour D ramifie´e
en p et l’infini cette fois-ci (cf. une lettre de Serre a` Tate [S2] pour une correspondance
modulo p).
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